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1 Wstep - czym jest GE?

Rownowaga ogdlna (general equilibrium - GE) to podstawowa teoria pozwalajaca na
matematyczng analize interakcji rynkowych. W przeciwienstwie do réwnowagi czastkowej
(ktorej przyktadem jest analiza popytu i podazy na jednym rynku ceteris paribus), nie
przyjmuje zadnych zmienych jako z gory danych (egzogenicznych), a ukazuje je jako rezul-
tat proceséw ekonomicznych zachodzacych w innym obszarze gospodarki.

Przyklad 1 - w analizie czastkowej rynku herbaty ceny kawy (podobno dobra substy-
tucyjnego), przyjete na stalym poziomie, traktowane beda jako jeden z czynnikéw wply-
wajacych na popyt. Wykorzystanie réwnowagi ogélnej umozliwi opisanie wzajemnych

oddzialywan tych rynkéw i znalezienie réwnoleglych cen réwnowagi na obydwu rynkach.

Roéwnowaga ogolna, w najbardziej podstawowym modelu, wymaga spelnienia trzech warunkow:

1. Konsument masymalizuje swoja uzytecznosé - rozwigzanie problemu konsumenta
2. Producent maksymalizuje swoj zysk - rozwigzanie problemu producenta

3. Zachodzi czyszczenie sie rynkow (market clearing) - na kazdym rynku podaz réwna

jest popytowi

W niniejszej notatce zajmowaé sie bedziemy wytacznie modelami statycznymi, czyli ab-
strahujacymi od przesztych i przysztych stanéw gospodarki. Nalezy pamietaé ze w bardziej
zaawansowanej analizie makroekonomicznej zdecydowanie czesciej spotykane sa modele
dynamiczne, w ktorych decyzje podejmowane w jednym okresie maja wplyw na stan

gospodarki w kolejnych.



Réwnowaga ogodlna stanowi podstawowy framework metodologiczny wspotczesnej makroekonomii
(makroekonomia oparta na mikropodstawach, micro-founded macroeconomics) . Opieraja

sie na niej takie klasy modeli jak:

¢ DSGE (Dynamic Stochastic General Equilibrium)
e RBC (Real Business Cycle)
¢ OLG (Owverlapping Generations)

e Zainteresowanym polecam modele z heterogenicznymi agentami, np. SIM (Standard
Incomplete Markets)!

wykorzystywane zaréwno w prognozowaniu (banki, fundusze inwestycyjne, ministerstwa

finansow), jak i w badaniach ekonomicznych.

2 Gospodarka wymiany

Gospodarka wymiany (exchange economy) to skrajnie uproszczony przypadek w ktorym
nie zachodzi produkcja a agenci nie otrzymuja dochodu z zadnych innych zrédel. Kazdy
z nich dysponuje jedynie poczatkowym zasobem débr, ktére moze wymieniaé¢ z innymi w

dobrowolnych transakcjach.

2.1 Diagram Edgewortha

Diagram Edgewortha (Skrzynka Edgewortha, Edgeworth Boz) obrazuje bardzo up-
roszczony przyktad gospodarki wymiany z dwoma konsumentami. Uzyskuje sie go poprzez

nalozenie na siebie przeciwstawnie obréconych krzywych obojetnosci obu konsumentow.

Do zainspirowania sie: fundacyjny dla tej klasy paper Huggeta: http://www.liuyanecon.com/wp-
content /uploads/Huggett-1993.pdf oraz wspolczesny paper dr. Kopca:
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0014292122000617



Rysunek 1. Wykresy krzywych uzytecznosci dla Konsumenta 1 i Konsumenta 2
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Szerokos¢ Skrzynki Edgewortha to taczny zaséb dobra X w gospodarce, a jej wysoko§é
to laczny zas6b dobra Y. Ksztalt krzywych uzytecznosci odpowiada prawu malejacej

uzytecznosci kraricowej (im wiecej danego dobra posiada konsument, tym mniejszg uzytecznosé

czerpie z kazdej jego kolejuej jednostki).

Rysunek 2. Diagram Edgewortha
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Zalozmy, ze w sytuacji poczatkowej znajduemy sie w punkcie A. Konsument 1 posiada
wiekszo$¢ dobra X, natomiast Konsument 2 - dobra Y. Zauwazmy, ze w punkcie B obaj

konsumenci uzyskujg uzyteczno$¢ wyzsza niz w A. Wymiana jest wzajemnie korzystna,

zatem do niej dojdzie.



W punkcie B krzywe uzytecznosci Konsumenta 1 i Konsumenta 2 sa do siebie styczne. W
takiej sytuacji nie istnieje punkt, dla ktoérego jeden z konsumentdéw mialby uzytecznosé
co najmniej taka jak w B, a drugi wyzsza niz w B. Alkoacja taka nazywa sie¢ Pareto-
optymalng. Nie dochodzi w niej do dalszych wymian, poniewaz aby ktorykolwiek z

konsumentéw moégl na takiej wymianie zyska¢, drugi musiatby straci¢, na co sie nie zgodzi.

2.2 Roéwnowaga ogélna w gospodarce wymiany

Znajac poczatkowe wyposazenie obu konsumentéw oraz ich prefernecje mozemy wyliczy¢,
jaka alokacja bedzie rezultatem wymiany. Zal6zmy, ze Konsument 1 wyposazony jest na
poczatku w ilos¢ Xy dobra X oraz Yy dobra Y, a jego funkcja uzytecznosci to Uy (z1,y1) =
a:‘fy%*“, gdzie x1i y; to ilo$¢ dobra X i Y bedacego w jego posiadaniu. Dla ulatwienia
znormalizujemy laczng ilos¢ kazdego z déobr w gospodarce do 1, wéwczas Konsument 2 ma
na poczatku 1 — Xy dobra X i 1 — Y] dobra Y. Jego funkcja uzytecznosci to Us(xa,y2) =

1—
xng g

Aby rozwigzaé¢ problem konsumenta 1, musimy wyznaczy¢ jego ograniczenie budzetowe.
Oznaczmy przez pxcene dobra X i przez py cene dobra Y. Majatek Konsumenta 1 wynosi
zatem px - Xo + py - Yy. Kazdy koszyk (x1, 1), jaki bedzie w stanie naby¢, musi spetniac
zatem warunek px -x1 +py - y1 = px - Xo +py - Yp. Pozwala nam to skonstruowaé funkcje
Lagrange’a:

L(z1,y1,\) = 2391 % — M(px - &1+ py - 41 — px - Xo — py - Yo)

i uzyska¢ warunki pierwszego rzedu:

aa? =yl = px
(1—a)zfy; “ = A\py
z ktérych, po uwzglednieniu ograniczenia budzetowego, wyliczy¢ mozna rozwigzanie:

zl:a.(Xoerlyo)
pPx

yi = (1—a) (B X0+ )
Py



Analogicznie rozwiazuje sie problem Konsumenta 2 (do samodzielnego pocéwiczenia),

uzyskujac rozwigzanie:
Py
To=[3- |:(1—X0)+(1—}/0):|
pPx

ys = (1-f)- {‘Zi'(l—Xo)‘f‘(l—Yo)}

Co pozostawia do rozwigzania problem czyszczenia sie rynkow. Warunek market clearing,
odpowiednio dla rynku dobra X i dobra Y, ze wzgledu na zastosowana normalizacje,

wyrazony bedzie przez:

1 t+ae =1
y1ty2=1

Wstawiajac do dowolnego z powyzszych rownan wyliczone wczesniej rozwigzania prob-

leméw konsumentéw, dostaniemy stosunek cen:

pl: 170&X075(17X0)
PX aYo + (1 - Yo)

Dzieki ktéoremu mozemy prosto policzy¢ ile dobra X i Y posiadal bedzie kazdy z kon-

sumentow.

3 Roéwnowaga ogbdlna w gospodarce produkcyjnej

Przeanalizujemy teraz najprostszy mozliwy przyktad rownowagi ogédlnej w gospodarce, w
ktorej istnieja firmy wytwarzajace dobra oraz konsumenci czerpigcy z nich uzytecznogé?.
Zatozymy ze istnieje doktadnie jedna firma, wytwarzajaca jeden produkt, oraz jeden kon-
sument®. Rozwigzujac ogdlng postaé problemu konsumenta i producenta dojdziemy, dz-

ieki warunkowi czyszczenia sie rynkéw, do konkretnej postaci rozwigzania.

3.1 Problem konsumenta

Konsument czerpie uzyteczno$¢ z czasu wolnego n oraz konsumpcji dobra w iloéci c,

nabywanego za cene p. Jego funkcja uzytecznosci przyjmuje posta¢ u(c,n) = cn'=,

2na bazie Zad. 3.12 ze zbioru prof. Woznego: https://lwozny.github.io/assets/pdf/Lista_zadan.pdf

3Zalozenie to nie jest tak abstrakcyjne jak mogloby sie wydawaé. W sporej gamie modeli wielu
(a nawet nieskoriczenie wielu) agentoéw zastapi¢ mozemy jednym, agregujacym ich zachowanie. Zain-
teresowanych odsylam do pojecia representative agent. Pierwszy z brzegu paper na ten temat:
https://pubs.aeaweb.org/doi/pdfplus/10.1257/jep.10.2.169



gdzie a € (0,1). Dysponuje on 1 jednostka czasu, ktéry moze poswiecaé na prace [ za
wynagrodzenie w lub czas wolny n, oraz k jednostkami kapitatu, ktéry wynajmuje firmie

W cenie 7.

Nalezy pamietaé, ze ceny sa wzgledne - rozwiazujac model réwnowagi ogélnej otrzymamy
zawsze jedynie ilorazy cen, a nie nominalne jednostki. Mozna wobec tegu utatwi¢ sobie
rozwiazywanie, przyjmujac konkretng warto$¢ jednej z cen, a pozostale beda wowczas
wyrazone w stosunku do niej. Zalozenie takie nazywa sie numéraire. Przyjmijmy wobec
tego p = 1.

Problem konsumenta przyjmuje zatem nastepujaca postacé:

1—

max(cnyu = c*n'~* pod warunkiem ¢ = (1 —n)-w + k- 7 (ograniczenie budzetowe -

wydatki konsumenta rowne sa jego dochodom z pracy i kapitatu)

Zapisujemy funkcje Lagrange’a:

Lic,n, ) =c"n' ™ =X (c+n-w—w—Fk-r)

I otrzymujemy warunki pierwszego rzedu:

Ktore, w polaczeniu z ograniczeniem budzetowym daja rozwiazanie:

¢c =a-(w+k-r)
n =1-a)-(1+k)
I =a-(1-a) -k

3.2 Problem producenta

Zaltézmy, ze przedsiebiorstwo produkcyjne dziata na rynku doskonale konkurencyjnym,
czyli jego zysk jest rowny O (w przeciwnym wypadku konsument musiatby by¢ wlasci-
cielem przedsigbiorstwa, do ktérego trafiatby jego zysk*). Przedsigbiorstwo najmuje od
producenta prace L w cenie w i kapital K w cenie r, sprzedajac mu nastepnie dobro w
ilosci ¢ po cenie p (ktora jak pamietamy znormalizowaliSmy do 1). Firma postuguje sie

4Nie jest to wbrew pozorom przekladanie z jednej kieszeni do drugiej - pamietajmy o zalozeniu
reprezentatywnego agenta i tym, ze nasz konsument moze symbolizowa¢ na przyklad continuum kon-
sumentow



technologia produkcyjng ¢(K,L) = KPL'"P, gdzie f € (0,1). Problemem producenta

jest wobec tego:
max (K, L) = KPLY"P —w - L—r K

s

Co daje nam warunki pierwszego rzedu:
BEPILIF = ¢

(1-B)K°L P =w

7 czego dostajemy:
ko B ow (1)
1-8 r

Wstawiajac to do warunku zerowego zysku (w(K, L) = 0) mamy ponadto:

w= BT (1= ) -r 7 2

3.3 Market clearing i r6wnowaga ogé6lna

Przyrownujac do siebie strony popytowe i podazowe poszczegdlnych rynkéw (kolejno

pracy, kapitatu i dobra konsumpcyjnego) dostaniemy:

L:a—(l—a)-ki (3)
K=k (4)
a-(whk-r)=KL'"P (5)

Parametrami ktére znamy sa «, 3,k. Naszym celem jest znalezienie cen w,r, decyzji
konsumenta ¢, n, [, oraz decyzji producenia ¢, K, L. Wstawiajac do (3) L wyliczone z (1)

oraz w wyliczone z (2) i uwzgledniajac trywialng réwnosé (4) dostajemy:

r:alfﬁ'ﬂﬁ'(l—ﬁ)(lfﬁ)~(1—a+1;ﬁ)5*1-k5*1

po wstawieniu czego do (2) mozemy uzyskac:

w:afﬁ.gﬁ.(l_ﬂ)(lfﬁ),(1_a+%)ﬁ,k6



Znajac ceny mozemy wstawié¢ je do réwnan ktére uzyskaliSmy rozwiazujac problem kon-

sumenta i policzy¢ ¢, n oraz [:

c :alfﬁ.ﬁb’.(l_m(lfﬂ).[(1_0[_,_%)5_’_(1_@_,_%)371} B
n =(1-a)- [1+a~(1—a+%)*1}
l :04—(1—05)-[04-(1—04—1—%)—1}

Rozwiazanie problemu producenta, za sprawg czyszczenia sie rynkéw, jest dualne wzgle-

dem konsumenta:

4 Rownowaga ogélna a dobrobyt

Wréémy w tym momencie do pojecia Pareto-optymalnosci. Zastanawia¢ by sie mozna,
czy stan gospodarki, do ktérego prowadzi zdecentralizowane podejmowanie decyzji w
warunkach konkurencji mogtby by¢ zmieniony w sposob korzystny (a przynajmniej neu-
tralny) dla wszystkich agentow w modelu. Kwestie te rozstrzga Pierwsze twierdzenie

ekonomii dobrobytu (First welfare theorem):
Alokacja uzyskana w réwnowadze konkurencyjnej jest zawsze Pareto-efektywna

Co wiecej, zachodzi réwniez zalezno§é w kierunku przeciwnym, znana jako Drugie twierdze-

nie ekonomii dobrobytu (Second welfare theorem):

Kazda alokacja Pareto-efektywna dla danych parametréw gospodarki moze zostaé
uzyskana w zdecentralizowanej rownowadze konkurencyjnej dla pewnej alokacji

poczatkowej

Dowdd pierwszego twierdzenia ekonomii dobrobytu uzyskaé¢ mozna rozwiazujac problem
tzw. wszechwiedzacego planisty, czyli maksymalizujac uzyteczno$¢ przy danych zasobach

i ograniczeniach technicznych. Dla rozwigzywanego w punkcie 3. przyktadu bedzie to:

(maz\() L(e,n, \) = c*nt=® — X — kP (1 —n)t=F)



(Rozwiazanie pozostawiam do poc¢wiczenia, prawidlowe wyniki, a zarazem dow6d FWT,

sg identyczne jak w modelu rozwiazywanym wyzej.

Uwaga: Zadne z twierdzen ekonomii dobrobytu nie implikuje, ze rzeczywista gospodarka
jest Pareto-efektywna. Nalezy pamieta¢ o szeregu zalozen stojacych za twierdzeniami
(m.in. rynki doskonale konkurencyjne, kompletno$é¢ rynkéw, pelna informacja, brak efek-

tow zewnetrznych), ktorych naruszenie prowadzi do znaczacych odchyleri od efektywnosci.



