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1 Wst¦p - czym jest GE?

Równowaga ogólna (general equilibrium - GE) to podstawowa teoria pozwalaj¡ca na

matematyczn¡ analiz¦ interakcji rynkowych. W przeciwie«stwie do równowagi cz¡stkowej

(której przykªadem jest analiza popytu i poda»y na jednym rynku ceteris paribus), nie

przyjmuje »adnych zmienych jako z góry danych (egzogenicznych), a ukazuje je jako rezul-

tat procesów ekonomicznych zachodz¡cych w innym obszarze gospodarki.

Przykªad 1 - w analizie cz¡stkowej rynku herbaty ceny kawy (podobno dobra substy-

tucyjnego), przyj¦te na staªym poziomie, traktowane b¦d¡ jako jeden z czynników wpªy-

waj¡cych na popyt. Wykorzystanie równowagi ogólnej umo»liwi opisanie wzajemnych

oddziaªywa« tych rynków i znalezienie równolegªych cen równowagi na obydwu rynkach.

Równowaga ogólna, w najbardziej podstawowymmodelu, wymaga speªnienia trzech warunków:

1. Konsument masymalizuje swoj¡ u»yteczno±¢ - rozwi¡zanie problemu konsumenta

2. Producent maksymalizuje swój zysk - rozwi¡zanie problemu producenta

3. Zachodzi czyszczenie si¦ rynków (market clearing) - na ka»dym rynku poda» równa

jest popytowi

W niniejszej notatce zajmowa¢ si¦ b¦dziemy wyª¡cznie modelami statycznymi, czyli ab-

strahuj¡cymi od przeszªych i przyszªych stanów gospodarki. Nale»y pami¦ta¢ »e w bardziej

zaawansowanej analizie makroekonomicznej zdecydowanie cz¦±ciej spotykane s¡ modele

dynamiczne, w których decyzje podejmowane w jednym okresie maj¡ wpªyw na stan

gospodarki w kolejnych.
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Równowaga ogólna stanowi podstawowy framework metodologiczny wspóªczesnej makroekonomii

(makroekonomia oparta na mikropodstawach, micro-founded macroeconomics) . Opieraj¡

si¦ na niej takie klasy modeli jak:

� DSGE (Dynamic Stochastic General Equilibrium)

� RBC (Real Business Cycle)

� OLG (Overlapping Generations)

� Zainteresowanym polecam modele z heterogenicznymi agentami, np. SIM (Standard

Incomplete Markets)1

wykorzystywane zarówno w prognozowaniu (banki, fundusze inwestycyjne, ministerstwa

�nansów), jak i w badaniach ekonomicznych.

2 Gospodarka wymiany

Gospodarka wymiany (exchange economy) to skrajnie uproszczony przypadek w którym

nie zachodzi produkcja a agenci nie otrzymuj¡ dochodu z »adnych innych ¹ródeª. Ka»dy

z nich dysponuje jedynie pocz¡tkowym zasobem dóbr, które mo»e wymienia¢ z innymi w

dobrowolnych transakcjach.

2.1 Diagram Edgewortha

Diagram Edgewortha (Skrzynka Edgewortha, Edgeworth Box ) obrazuje bardzo up-

roszczony przykªad gospodarki wymiany z dwoma konsumentami. Uzyskuje si¦ go poprzez

naªo»enie na siebie przeciwstawnie obróconych krzywych oboj¦tno±ci obu konsumentów.

1Do zainspirowania si¦: fundacyjny dla tej klasy paper Huggeta: http://www.liuyanecon.com/wp-
content/uploads/Huggett-1993.pdf oraz wspóªczesny paper dr. Kopca:
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0014292122000617
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Rysunek 1. Wykresy krzywych u»yteczno±ci dla Konsumenta 1 i Konsumenta 2

Szeroko±¢ Skrzynki Edgewortha to ª¡czny zasób dobra X w gospodarce, a jej wysoko±¢

to ª¡czny zasób dobra Y. Ksztaªt krzywych u»yteczno±ci odpowiada prawu malej¡cej

u»yteczno±ci kra«cowej (im wi¦cej danego dobra posiada konsument, tym mniejsz¡ u»yteczno±¢

czerpie z ka»dej jego kolejnej jednostki).

Rysunek 2. Diagram Edgewortha

Zaªó»my, »e w sytuacji pocz¡tkowej znajduemy si¦ w punkcie A. Konsument 1 posiada

wi¦kszo±¢ dobra X, natomiast Konsument 2 - dobra Y. Zauwa»my, »e w punkcie B obaj

konsumenci uzyskuj¡ u»yteczno±¢ wy»sz¡ ni» w A. Wymiana jest wzajemnie korzystna,

zatem do niej dojdzie.
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W punkcie B krzywe u»yteczno±ci Konsumenta 1 i Konsumenta 2 s¡ do siebie styczne. W

takiej sytuacji nie istnieje punkt, dla którego jeden z konsumentów miaªby u»yteczno±¢

co najmniej tak¡ jak w B, a drugi wy»sz¡ ni» w B. Alkoacja taka nazywa si¦ Pareto-

optymaln¡. Nie dochodzi w niej do dalszych wymian, poniewa» aby którykolwiek z

konsumentów mógª na takiej wymianie zyska¢, drugi musiaªby straci¢, na co si¦ nie zgodzi.

2.2 Równowaga ogólna w gospodarce wymiany

Znaj¡c pocz¡tkowe wyposa»enie obu konsumentów oraz ich prefernecje mo»emy wyliczy¢,

jaka alokacja b¦dzie rezultatem wymiany. Zaªó»my, »e Konsument 1 wyposa»ony jest na

pocz¡tku w ilo±¢ X0 dobra X oraz Y0 dobra Y, a jego funkcja u»yteczno±ci to U1(x1, y1) =

xα
1 y

1−α
1 , gdzie x1i y1 to ilo±¢ dobra X i Y b¦d¡cego w jego posiadaniu. Dla uªatwienia

znormalizujemy ª¡czn¡ ilo±¢ ka»dego z dóbr w gospodarce do 1, wówczas Konsument 2 ma

na pocz¡tku 1−X0 dobra X i 1− Y0 dobra Y. Jego funkcja u»yteczno±ci to U2(x2, y2) =

xβ
2y

1−β
2 .

Aby rozwi¡za¢ problem konsumenta 1, musimy wyznaczy¢ jego ograniczenie bud»etowe.

Oznaczmy przez pXcen¦ dobra X i przez pY cen¦ dobra Y. Maj¡tek Konsumenta 1 wynosi

zatem pX ·X0 + pY ·Y0. Ka»dy koszyk (x1, y1), jaki b¦dzie w stanie naby¢, musi speªnia¢

zatem warunek pX ·x1+pY ·y1 = pX ·X0+pY ·Y0. Pozwala nam to skonstruowa¢ funkcj¦

Lagrange'a:

L(x1, y1, λ) = xα
1 y

1−α
1 − λ(pX · x1 + pY · y1 − pX ·X0 − pY · Y0)

i uzyska¢ warunki pierwszego rz¦du:

αxα−1
1 y1−α

1 = λpX

(1− α)xα
1 y

−α
1 = λpY

z których, po uwzgl¦dnieniu ograniczenia bud»etowego, wyliczy¢ mo»na rozwi¡zanie:

x1 = α · (X0 +
pY
pX

Y0)

y1 = (1− α) · (pX
pY

X0 + Y0)
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Analogicznie rozwi¡zuje si¦ problem Konsumenta 2 (do samodzielnego po¢wiczenia),

uzyskuj¡c rozwi¡zanie:

x2 = β ·
[
(1−X0) +

pY
pX

· (1− Y0)

]
y2 = (1− β) ·

[
pX
pY

· (1−X0) + (1− Y0)

]
Co pozostawia do rozwi¡zania problem czyszczenia si¦ rynków. Warunek market clearing,

odpowiednio dla rynku dobra X i dobra Y, ze wzgl¦du na zastosowan¡ normalizacj¦,

wyra»ony b¦dzie przez:

x1 + x2 = 1

y1 + y2 = 1

Wstawiaj¡c do dowolnego z powy»szych równa« wyliczone wcze±niej rozwi¡zania prob-

lemów konsumentów, dostaniemy stosunek cen:

pY
pX

=
1− αX0 − β(1−X0)

αY0 + β(1− Y0)

Dzi¦ki któremu mo»emy prosto policzy¢ ile dobra X i Y posiadaª b¦dzie ka»dy z kon-

sumentów.

3 Równowaga ogólna w gospodarce produkcyjnej

Przeanalizujemy teraz najprostszy mo»liwy przykªad równowagi ogólnej w gospodarce, w

której istniej¡ �rmy wytwarzaj¡ce dobra oraz konsumenci czerpi¡cy z nich u»yteczno±¢2.

Zaªo»ymy »e istnieje dokªadnie jedna �rma, wytwarzaj¡ca jeden produkt, oraz jeden kon-

sument3. Rozwi¡zuj¡c ogóln¡ posta¢ problemu konsumenta i producenta dojdziemy, dz-

i¦ki warunkowi czyszczenia si¦ rynków, do konkretnej postaci rozwi¡zania.

3.1 Problem konsumenta

Konsument czerpie u»yteczno±¢ z czasu wolnego n oraz konsumpcji dobra w ilo±ci c,

nabywanego za cen¦ p. Jego funkcja u»yteczno±ci przyjmuje posta¢ u(c, n) = cαn1−α,
2na bazie Zad. 3.12 ze zbioru prof. Wo¹nego: https://lwozny.github.io/assets/pdf/Lista_zadan.pdf
3Zaªo»enie to nie jest tak abstrakcyjne jak mogªoby si¦ wydawa¢. W sporej gamie modeli wielu

(a nawet niesko«czenie wielu) agentów zast¡pi¢ mo»emy jednym, agreguj¡cym ich zachowanie. Zain-
teresowanych odsyªam do poj¦cia representative agent. Pierwszy z brzegu paper na ten temat:
https://pubs.aeaweb.org/doi/pdfplus/10.1257/jep.10.2.169
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gdzie α ∈ (0, 1). Dysponuje on 1 jednostk¡ czasu, który mo»e po±wi¦ca¢ na prac¦ l za

wynagrodzenie w lub czas wolny n, oraz k jednostkami kapitaªu, który wynajmuje �rmie

w cenie r.

Nale»y pami¦ta¢, »e ceny s¡ wzgl¦dne - rozwi¡zuj¡c model równowagi ogólnej otrzymamy

zawsze jedynie ilorazy cen, a nie nominalne jednostki. Mo»na wobec tegu uªatwi¢ sobie

rozwi¡zywanie, przyjmuj¡c konkretn¡ warto±¢ jednej z cen, a pozostaªe b¦d¡ wówczas

wyra»one w stosunku do niej. Zaªo»enie takie nazywa si¦ numéraire. Przyjmijmy wobec

tego p = 1.

Problem konsumenta przyjmuje zatem nast¦puj¡c¡ posta¢:

max(c,n) u = cαn1−α pod warunkiem c = (1 − n) · w + k · r (ograniczenie bud»etowe -

wydatki konsumenta równe s¡ jego dochodom z pracy i kapitaªu)

Zapisujemy funkcj¦ Lagrange'a:

L(c, n, λ) = cαn1−α − λ · (c+ n · w − w − k · r)

I otrzymujemy warunki pierwszego rz¦du:

αcα−1n1−α = λ

(1− α)cαn−α = λw

Które, w poª¡czeniu z ograniczeniem bud»etowym daj¡ rozwi¡zanie:


c = α · (w + k · r)

n = (1− α) · (1 + k r
w )

l = α− (1− α) · k r
w

3.2 Problem producenta

Zaªó»my, »e przedsi¦biorstwo produkcyjne dziaªa na rynku doskonale konkurencyjnym,

czyli jego zysk jest równy 0 (w przeciwnym wypadku konsument musiaªby by¢ wªa±ci-

cielem przedsi¦biorstwa, do którego tra�aªby jego zysk4). Przedsi¦biorstwo najmuje od

producenta prac¦ L w cenie w i kapitaª K w cenie r, sprzedaj¡c mu nast¦pnie dobro w

ilo±ci q po cenie p (któr¡ jak pami¦tamy znormalizowali±my do 1). Firma posªuguje si¦

4Nie jest to wbrew pozorom przekªadanie z jednej kieszeni do drugiej - pami¦tajmy o zaªo»eniu
reprezentatywnego agenta i tym, »e nasz konsument mo»e symbolizowa¢ na przykªad continuum kon-
sumentów
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technologi¡ produkcyjn¡ q(K,L) = KβL1−β , gdzie β ∈ (0, 1). Problemem producenta

jest wobec tego:

max
K,L

π(K,L) = KβL1−β − w · L− r ·K

Co daje nam warunki pierwszego rz¦du:

βKβ−1L1−β = r

(1− β)KβL−β = w

Z czego dostajemy:

K =
β

1− β
· w
r
· L (1)

Wstawiaj¡c to do warunku zerowego zysku (π(K,L) = 0) mamy ponadto:

w = β
β

1−β · (1− β) · r−
β

1−β (2)

3.3 Market clearing i równowaga ogólna

Przyrównuj¡c do siebie strony popytowe i poda»owe poszczególnych rynków (kolejno

pracy, kapitaªu i dobra konsumpcyjnego) dostaniemy:

L = α− (1− α) · k r

w
(3)

K = k (4)

α · (w + k · r) = KβL1−β (5)

Parametrami które znamy s¡ α, β, k. Naszym celem jest znalezienie cen w, r, decyzji

konsumenta c, n, l, oraz decyzji producenia q,K,L. Wstawiaj¡c do (3) L wyliczone z (1)

oraz w wyliczone z (2) i uwzgl¦dniaj¡c trywialn¡ równo±¢ (4) dostajemy:

r = α1−β · ββ · (1− β)(1−β) · (1− α+
1− β

β
)β−1 · kβ−1

po wstawieniu czego do (2) mo»emy uzyska¢:

w = α−β · ββ · (1− β)(1−β) · (1− α+
1− β

β
)β · kβ
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Znaj¡c ceny mo»emy wstawi¢ je do równa« które uzyskali±my rozwi¡zuj¡c problem kon-

sumenta i policzy¢ c, n oraz l:
c = α1−β · ββ · (1− β)(1−β) ·

[
(1− α+ 1−β

β )β + (1− α+ 1−β
β )β−1

]
· kβ

n = (1− α) ·
[
1 + α · (1− α+ 1−β

β )−1
]

l = α− (1− α) ·
[
α · (1− α+ 1−β

β )−1
]

Rozwi¡zanie problemu producenta, za spraw¡ czyszczenia si¦ rynków, jest dualne wzgl¦-

dem konsumenta:


q = c

K = k

L = l

4 Równowaga ogólna a dobrobyt

Wró¢my w tym momencie do poj¦cia Pareto-optymalno±ci. Zastanawia¢ by si¦ mo»na,

czy stan gospodarki, do którego prowadzi zdecentralizowane podejmowanie decyzji w

warunkach konkurencji mógªby by¢ zmieniony w sposób korzystny (a przynajmniej neu-

tralny) dla wszystkich agentów w modelu. Kwestie te rozstrzga Pierwsze twierdzenie

ekonomii dobrobytu (First welfare theorem):

Alokacja uzyskana w równowadze konkurencyjnej jest zawsze Pareto-efektywna

Co wi¦cej, zachodzi równie» zale»no±¢ w kierunku przeciwnym, znana jakoDrugie twierdze-

nie ekonomii dobrobytu (Second welfare theorem):

Ka»da alokacja Pareto-efektywna dla danych parametrów gospodarki mo»e zosta¢

uzyskana w zdecentralizowanej równowadze konkurencyjnej dla pewnej alokacji

pocz¡tkowej

Dowód pierwszego twierdzenia ekonomii dobrobytu uzyska¢ mo»na rozwi¡zuj¡c problem

tzw. wszechwiedz¡cego planisty, czyli maksymalizuj¡c u»yteczno±¢ przy danych zasobach

i ograniczeniach technicznych. Dla rozwi¡zywanego w punkcie 3. przykªadu b¦dzie to:

max
(c,n,λ)

L(c, n, λ) = cαn1−α − λ(c− kβ(1− n)1−β)
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(Rozwi¡zanie pozostawiam do po¢wiczenia, prawidªowe wyniki, a zarazem dowód FWT,

s¡ identyczne jak w modelu rozwi¡zywanym wy»ej.

Uwaga: �adne z twierdze« ekonomii dobrobytu nie implikuje, »e rzeczywista gospodarka

jest Pareto-efektywna. Nale»y pami¦ta¢ o szeregu zaªo»e« stoj¡cych za twierdzeniami

(m.in. rynki doskonale konkurencyjne, kompletno±¢ rynków, peªna informacja, brak efek-

tów zewn¦trznych), których naruszenie prowadzi do znacz¡cych odchyle« od efektywno±ci.
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